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Тоãäа
f(hi) = f(h) (c[F(h)]
c – 1[1 – F(h)]k – c –
– (k – c)[F(h)]c[1 – F(h)]k – c – 1.
Преобразуеì это выражение. Опреäеëиì, на-
приìер,
(c[F(h)]c – 1[1 – F(h)]k – c – (k – c) Ѕ
Ѕ [F(h)]c[1 – F(h)]k – c – 1) = {(k – 1)Ѕ
Ѕ [F(h)]k – 2[1 – F(h)] – [F(h)]k – 1} – k[F(h)]k – 1 =
= [F(h)]k – 2[1 – F(h)].
Поäобныì образоì найäеì зна÷ение суììы äëя
ëþбоãо i. Посëе этоãо, суììируя по переìенной «с»
во всеì интерваëе ее изìенений (от i äо k) и у÷и-
тывая основное свойство со÷етаний
 = k ,
поëу÷иì
f(hi) = k f(h)[F(h)]
i – 1[1 – F(h)]k – i. (16)
Испоëüзуя выражение (16), несëожно опреäе-
ëитü основные характеристики сëу÷айной веëи÷ины
зазора (ìатеìати÷еское ожиäание и äисперсиþ):
hi0 = hϕi(h)dh = k hf(h)[F(h)]
i – 1 Ѕ
Ѕ [1 – F(h)]k – idh;
=k h2f(h)[F(h)]i – 1[1–F(h)]k – idh – [M(hi)]
2.
Агрегатные фрезерные головки
с пересекающимися траекториями режущих ножей
ê.ò.í. Ï. Â. Êóøíèðîâ, ê.ò.í. Þ. ß. Òàðàñåâè÷, À. À. Íåøòà // ÑóìÃÒÓ, ã. Ñóìû, Óêðàèíà
Повыøение произвоäитеëüности и ка÷ества об-
работки пëоских поверхностей фрезерованиеì яв-
ëяется важной заäа÷ей ìетаëëообрабатываþщеãо
произвоäства.
Существуþт объективные труäности обработки
торöовыìи фрезаìи пëоских поверхностей øири-
ной боëее 400 ìì [1]. Прежäе всеãо, эти труäности
связаны с проöессоì экспëуатаöии торöовых фрез
(установка, снятие, настройка режущих эëеìен-
тов) всëеäствие их зна÷итеëüных разìеров и ìассы.
Некоторые разработ÷ики иäут по пути снижения
ìассы сниìаеìых ÷астей режущеãо инструìента.
Наприìер, øвеäская фирìа Sandvik Coromant раз-
работаëа фрезы Auto в испоëнении Cap иëи AF/FS,
преäусìатриваþщие постоянное крепëение на
øпинäеëе станка тоëüко опорноãо корпуса фрезы.
Теì саìыì ìасса, с которой прихоäится работатü
при установке инструìента, уìенüøается äо ìассы
съеìной фрезерной ÷аøки, ÷то составëяет приìер-
но третüþ ÷астü общей ìассы.
Друãой путü — разработка разнообразных по
конструкöии аãреãатных фрезерных ãоëовок (АФГ)
с öеëüþ испоëüзоватü разëи÷ные траектории отно-
ситеëüноãо переìещения инструìента и заãотовки
(наприìер, ìноãопрохоäное ìаятниковое äвиже-
ние, äвижение по ëоìаной ëинии, äвижение по
спираëи Архиìеäа и т. ä.). Это позвоëяет обеспе-
÷иватü обработку øироких пëоских поверхностей,
но зна÷итеëüно усëожняет проöесс поäãотовки и
реаëизаöии указанных траекторий переìещений.
Дëя осуществëения оäнопрохоäноãо торöовоãо
фрезерования преäëожены также АФГ на разëи÷-
ных опорах (ка÷ения, ãиäростати÷еских) [2—4].
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Оäин из вариантов реøения пробëеìы обработ-
ки крупноãабаритных пëоскостей — испоëüзова-
ние конструкöий спеöиаëüных АФГ с независи-
ìыì привоäоì, соäержащих как ìиниìуì äве тор-
öовые фрезы с пересекаþщиìися траекторияìи
äвижения режущих эëеìентов [5] (рис. 1).
Такое техни÷еское реøение позвоëяет поëу÷атü
при обработке непрерывнуþ пëоскуþ поверхностü
за оäин прохоä, при этоì äиаìетры испоëüзуеìых
торöовых фрез ìенüøе øирины обработки.
Даннуþ АФГ ìожно устанавëиватü, наприìер,
на проäоëüно-фрезерных станках с возìожностüþ
переìещения вäоëü направëяþщих, ÷то позвоëяет
при необхоäиìости испоëüзоватü при работе и
øтатные стано÷ные øпинäеëи (вертикаëüный, ãо-
ризонтаëüные).
Торöовые фрезы 1 и 2 разìещены такиì обра-
зоì, ÷тобы оси øпинäеëей, на которых фрезы ус-
тановëены, нахоäиëисü в оäной пëоскости, пер-
пенäикуëярной к направëениþ рабо÷ей поäа÷и Ds.
При этоì режущие ножи 3 оäной фрезы распоëа-
ãаþтся ìежäу ножаìи äруãой. Вращение от неза-
висиìоãо привоäа переäается ÷ерез зуб÷атые
переäа÷и на øпинäеëи, вращаþщиеся в направ-
ëениях Dr1 и Dr2. При сообщении АФГ поступа-
теëüноãо переìещения с поäа÷ей Ds относитеëüно
обрабатываеìой заãотовки буäет осуществëятüся
фрезерование с общей øириной В.
Веëи÷ина В нахоäится из выражения (сì. рис. 1):
B = D1 + D2 – Δ, ãäе D1, D2 — äиаìетры торöовых
фрез, Δ — веëи÷ина перекрытия траекторий вра-
щения режущих ножей фрез.
При этоì оäну из торöовых фрез выпоëняþт
праворежущей (D1), а äруãуþ — ëеворежущей (D2).
Наëи÷ие зуб÷атоãо соеäинения ìежäу øпинäеëя-
ìи äвух сосеäних фрез äает возìожностü выäержи-
ватü относитеëüное распоëожение ножей этих фрез
и не äопускает касания ножей äруã äруãа.
Наприìер, äëя АФГ с äвуìя торöовыìи фре-
заìи ∅315 ìì, оснащенныìи ножаìи из сверх-
тверäых ìатериаëов, рекоìенäуеìая факти÷ес-
кая øирина обрабатываеìых заãотовок составëя-
ет 420—500 ìì. Привеäенный интерваë зна÷ений
указан не тоëüко с у÷етоì веëи÷ины перекрытия
Δ = 1÷5 ìì траекторий вращения режущих ножей
фрез, но и с у÷етоì общепринятых рекоìенäаöий,
÷то øирина обрабатываеìых заãотовок обы÷но со-
ставëяет в 1,25—1,5 äиаìетра торöовой фрезы.
Чисëо фрез, распоëоженных в конструкöии АФГ,
ìожет бытü равныì иëи боëüøиì äвух (рис. 2, а).
Фактороì, оãрани÷иваþщиì испоëüзование при
этоì боëüøоãо ÷исëа фрез, явëяется усëожнение
конструкöии АФГ и необхоäиìостü увеëи÷ения
ìощности привоäа ãëавноãо äвижения.
Оäин из вариантов конструктивноãо выпоëнения
øпинäеëüных узëов АФГ преäставëен на рис. 2, б.
На øпинäеëüной пëите выпоëнено базовое отвер-
стие, в котороì распоëожена öентрируþщая втуë-
ка. Она сëужит äëя базирования в раäиаëüноì на-
правëении упорноãо и раäиаëüноãо поäøипников,
на которые устанавëиваþт корпус фрезы. Упор-
ные поäøипники в осевоì направëении базируþт
непосреäственно по øпинäеëüной пëите, иìеþ-
















Рис. 1. Общий виä аãреãатной фрезерной ãоëовки (АФГ) с
äвуìя торöовыìи фрезаìи (3D-ìоäеëü) (а) и принöип пере-
се÷ения траекторий режущих ножей в такой АФГ (б): 1 и 2 —
право- и ëеворежущая торöовые фрезы; 3 — режущий нож;
D1 и D2 — äиаìетры фрез; B — øирина фрезерования; Δ —
веëи÷ина перекрытия траекторий вращения режущих ножей
фрез; D
s
 — направëение рабо÷ей поäа÷и; D








Рис. 2. Схеìа поëу÷ения непрерывной пëоской поверхности
общей øириной В с поìощüþ АФГ, соäержащей три фрезы
äиаìетроì Dфр, при поäа÷е Ds (а) и вариант конструктивноãо
выпоëнения øпинäеëüных узëов АФГ (разрез) (3D-ìоäеëü) (б)
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щение переäается от поëуìуфты торöовой фрезе
÷ерез крыøку со øпонкой, жестко соеäиненнуþ
с корпусоì фрезы. Сиëовое заìыкание упорных
поäøипников осуществëяþт стяãиваниеì винтов,
крепящих крыøку к поëуìуфте, при этоì упорный
поäøипник боëüøеãо äиаìетра поäжиìаþт тор-
öоì фрезы. От пыëи и стружки поäøипники за-
щищаþт с поìощüþ кожухов.
Указанное конструктивное выпоëнение АФГ
позвоëяет иìетü высокуþ жесткостü øпинäеëüно-
ãо узëа при еãо ìиниìаëüных осевых разìерах.
Конструкöии торöовых фрез, испоëüзуеìых в АФГ,
ìоãут бытü разëи÷ныìи, наприìер, с режущиìи
ножаìи в виäе öиëинäри÷еских режущих вставок
[6]. Фреза соäержит 48 режущих вставок, установку
и настройку которых ìожно осуществëятü ëибо по
этаëонноìу жесткоìу упору, ëибо с поìощüþ ин-
äикаторных приборов. Боëее преäпо÷титеëüныì
явëяется испоëüзование режущих ножей с непере-
та÷иваеìыìи режущиìи пëастинаìи, которые не
требуþт äопоëнитеëüной настройки веëи÷ины осе-
воãо выëета.
Рассìатриваеìые конструкöии АФГ наибоëее
эффективны при усëовии высокой жесткости тех-
ноëоãи÷еской систеìы и при стабиëüной работе
всей систеìы в äинаìике.
Дëя анаëиза äинаìи÷еских характерис-
тик АФГ разработана ìатеìати÷еская ìо-
äеëü фрезерноãо узëа и построена траек-
тория äвижения еãо öентра ìасс.
При описании äинаìики фрезерной
ãоëовки приняëи наибоëее небëаãопри-
ятные усëовия резания, при которых
фреза врезается в заãотовку иëи выхоäит
из зоны резания, и возникаþщие при
этоì сиëы ìенее уравновеøены относи-
теëüно оси вращения.
Поä äействиеì этих сиë инструìент
ìожет соверøатü осевые, раäиаëüные и
крутиëüные коëебания, ÷астота которых
зависит от ÷астоты вращения øпинäеëя, неравно-
ìерности распреäеëения припуска заãотовки и
äруãих факторов.
В сëу÷ае совпаäения ÷астот вынужäенных коëе-
баний поäвижных ìасс с собственныìи в систеìе
возникаþт незатухаþщие коëебания, которые от-
риöатеëüно вëияþт на ка÷ество и то÷ностü обрабо-
танной поверхности, на стойкостü инструìента.
В общеì сëу÷ае фрезерная ãоëовка явëяется сис-
теìой с распреäеëенныìи параìетраìи, анаëити-
÷еское описание которой с у÷етоì всех существен-
ных факторов практи÷ески невозìожно, поэтоìу ее
анаëиз провеäен на боëее упрощенной ìоäеëи.
Так, оäноìассовая ìоäеëü фрезерной ãоëовки с
привеäенной ìассой и жесткостüþ аäекватно опи-
сывает коëебания на резонансных ÷астотах. Хотя
такая упрощенная ìоäеëü, за искëþ÷ениеì ÷аст-
ных сëу÷аев, не соответствует реаëüной систеìе
фрезерной ãоëовки, она сохраняет ее важнейøие
äинаìи÷еские свойства и äает возìожностü оöе-
нитü вëияние отäеëüных параìетров на äинаìику.
Оäноìассовая äинаìи÷еская ìоäеëü фрезерно-
ãо узëа (рис. 3, а) ìожет бытü преäставëена в виäе
тверäоãо теëа с привеäенной ìассой Σm1 = m (суì-
ìарная ìасса ваëа-øестерни, фрезы, äвух соеäи-
ненных ìуфт), ориентированноãо в пëоскости ХOY
жесткостяìи Сх, Су, Сo и äеìпфируþщиìи харак-
теристикаìи hx, hy, hо, привеäенныìи к öентру
жесткости (то÷ке О). Центр ìасс фрезерноãо узëа
совпаäает с осüþ фрезы и ваëа-øестерни. В этой
ìоäеëи ãëавные оси жесткости совпаäаþт с ося-
ìи О1Х1, и О1Y1, а поëожение öентра жесткости
(то÷ка О) опреäеëяþт коорäинаты х1 = 0; у1 = 0.
При возникновении коëебаний то÷ка O öентра
ìасс фрезерноãо узëа буäет соверøатü независи-
ìые коëебатеëüные äвижения: раäиаëüные по ко-
орäинатаì X и Y и крутиëüные относитеëüно öен-
тра жесткости (то÷ка О). Уравнения этих коëеба-
ний иìеþт сëеäуþщий виä: m  + hx  + CxX = Px;
m  + hy  + CyY = Py; J  + h  + Coθ = Po, ãäе
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X(t, 1,1Cx, 1,1Cy, Co)
X(t, 0,9Cx, 0,9Cy, Co) (×10
–3)
Рис. 3. Динаìи÷еская ìоäеëü
øпинäеëüноãо узëа АФГ (а) и тра-
ектория äвижения öентра ìасс















сиëы резания; θ — уãоë ка÷ания)
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изìенениеì тоëщины срезаеìоãо сëоя ìетаëëа за
оäин öикë коëебаний; θ — уãоë ка÷ания; J — ìо-
ìент инерöии фрезы, кã•ì2.
Зна÷ение жесткости Сх = 82 кН и Су = 11 кН оп-
реäеëены с поìощüþ проãраììноãо коìпëекса
APM WinMachine; крутиëüная жесткостü — по за-
висиìости Co = CyR
2 = 103 кН. Зна÷ения харак-
теристик äеìпфирования нахоäиì по форìуëаì:
hx = ; hy = ; ho = , ãäе
ψ = 0,8÷1 — коэффиöиент рассеивания энерãии;
приниìаеì ψ = 0,9.
Реøение уравнений коëебатеëüных äвижений
приниìаеì в виäе уравнений ãарìони÷еских ко-
ëебаний.
Зна÷ения аìпëитуä Xa1, Ya1, θa1 и фаз ϕx1, ϕy1, ϕθ1
опреäеëяеì по форìуëаì:
Xa1 = ;  ϕx1 = arctg ;
Ya1 = ;  ϕy1 = arctg ;
θa1 = ;  ϕθ = arctg ,
ãäе ω = πn/30 = 150 раä/с — рабо÷ая ÷астота вра-
щения, опреäеëяеìая с у÷етоì ÷астоты вращения
фрезы (n = 1440 об/ìин).
Такиì образоì, траектория äвижения öентра
ìасс фрезерноãо узëа (то÷ка О) поä äействиеì воз-
ìущаþщей сиëы Ро буäет форìироватüся треìя
независиìыìи переìенныìи: äвуìя ëинейныìи
X1 = Xa1cos(ϖt + ϕx1), Y1 = Ya1cos(ϖt + ϕy1) и оäной
уãëовой θ1 = θa1cos(ϖt + ϕθ1).
Ввиäу ìаëости уãëа θ кривоëинейное äвиже-
ние по äуãе ìожно рассìатриватü как пряìоëи-
нейное U = θa1lcos(ϖt + ϕθ1), осуществëяеìое
вäоëü оси ОU, перпенäикуëярной к пëе÷у ка÷ания l.
Спроеöировав коëебания U на оси ОY и ОХ и сëо-
жив их с соответствуþщиìи ëинейныìи переìе-
щенияìи Yа и Ха, посëе преобразований поëу÷иì:
X = Xacos(ϖt + ϕx), Y = Yacos(ϖt + ϕy).
При этоì новые аìпëитуäы Xa, Ya и фазы ϕx, ϕy





ϕx = ϕx1 + arctg ;
ϕy = ϕy1 + arctg .
При сëожении аìпëитуä коëебаний Y и X вер-
øина режущеãо зуба фрезы опиøет эëëипти÷ескуþ
траекториþ, уравнение которой иìеет виä:
 +  – 2 cos(ϕx – ϕy) = sin(ϕx – ϕy).
Рас÷ет траектории äвижения öентра ìасс фре-
зерноãо узëа произвеäен с поìощüþ систеìы
MathCad. На рис. 3, б показана поëу÷енная траек-
тория äвижения öентра ìасс фрезерноãо узëа.
Из ãрафика виäно, ÷то öентр ìасс фрезерноãо уз-
ëа äëя привеäенных выøе жесткостных и äеìпфи-
руþщих характеристик переìещается в интерва-
ëе от –2,2 × 10–3 äо 2,2 × 10–3 ìì в пëоскости ХY.
Соãëасно провеäенныì иссëеäованияì изìенение
жесткостей в пëоскости поäа÷и äаже на 10 % при-
воäит к изìенениþ ãëавной поëуоси эëëипса тра-
ектории äвижения вäоëü оси Y, в то вреìя как из-
ìенение (äо 2 %) второй поëуоси ìожно с÷итатü
несущественныì. Такиì образоì, правиëüныì поä-
бороì жесткостных характеристик фрезерноãо узëа
ìожно обеспе÷итü стабиëüнуþ работу инструìен-
та, разìернуþ и ãеоìетри÷ескуþ то÷ностü обраба-
тываеìой поверхности äетаëи.
Также провеäен анаëиз жесткости систеìы
«øпинäеëü—фреза» с поìощüþ универсаëüной про-
ãраììной систеìы коне÷но-эëеìентноãо анаëиза
ANSYS.
Коне÷но-эëеìентная ìоäеëü фрезерноãо узëа
преäставëяет собой ÷астü øпинäеëüной пëиты с
установëенной на ней фрезой, ваëоì-øестерней и
äвуìя ìуфтаìи. Частü øпинäеëüной пëиты непоä-
вижно закрепëяþт и оãрани÷иваþт в переìещении
относитеëüно всех осей коорäинат, а к торöу ìуф-
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тавëяя возìожностü øпинäеëþ и ìуфтаì вращатü-
ся относитеëüно оси Z.
Дëя опреäеëения äефорìаöии эëеìентов фре-
зерноãо узëа сìоäеëирован проöесс резания с у÷е-
тоì äействия сëеäуþщих сиë: а) перпенäикуëярно
к торöаì режущих пëастин прикëаäываеì танãен-
öиаëüнуþ составëяþщуþ сиëы резания Pz = 60 Н;
б) так как в проöессе обработки äетаëи в ìетаëë
врезаþтся не все режущие вставки, а поëовина из
них, поэтоìу прикëаäываеì сиëу Pz = 60 Н к каж-
äой из них; в) к торöу упорноãо поäøипника (ко-
торый восприниìает тоëüко осевуþ наãрузку) при-
кëаäываеì сиëу Р = 1060 Н, ÷то соответствует
äействиþ на неãо суììарной сиëы резания и сиëы
затяжки винтов, с поìощüþ которых фрезу крепят
к ìуфте øпинäеëя; ã) на раäиаëüный øарикопоä-
øипник (который восприниìает тоëüко раäиаëü-
нуþ наãрузку) äействует раäиаëüная составëяþщая
сиëы Py = 840 Н резания 24 режущиìи вставкаìи.
У÷итывая то, ÷то äефорìаöии (δ = 1÷5 ìкì) от
возäействия приëоженных наãрузок в проöессе ре-
зания ìиниìаëüны, ìожно утвержäатü, ÷то приìе-
няеìые поäøипники ка÷ения обеспе÷иваþт необ-
хоäиìуþ жесткостü фрезерноãо узëа. Поэтоìу рас-
сìатриваеìая систеìа фрезерноãо узëа позвоëяет
поëу÷атü äостато÷но высокие техноëоãи÷еские па-
раìетры обработки пëоских поверхностей как по
то÷ности, так и по ка÷еству фрезерования.
Выводы
1. АФГ с пересекаþщиìися траекторияìи режу-
щих ножей позвоëяþт произвоäитü торöовое фрезе-
рование øироких пëоских поверхностей, обеспе÷и-
вая непрерывнуþ пëоскуþ поверхностü обработки.
2. Резуëüтаты провеäенных иссëеäований поз-
воëиëи оöенитü вëияние основных параìетров
фрезерноãо узëа и еãо äинаìи÷еских характеристик
на проãнозируеìое ка÷ество обработки. Поäтверж-
äено, ÷то АФГ с базированиеì фрезы в осевоì на-
правëении по упорноìу поäøипнику ка÷ения
позвоëяþт обеспе÷иватü äостато÷нуþ äëя ка÷ест-
венной обработки жесткостü äанноãо у÷астка тех-
ноëоãи÷еской систеìы.
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ботки øирокоãо спектра неìетаëëи÷еских ìатери-
аëов (разëи÷ных пëастиков, техни÷еский буìаãи и
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